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RESUMO
A distribuição espectral da luz espalhada por flutuações térmicas microscó­
picas próximas do equilíbrio é calculada para uma mistura binária de gases monoatômicos 
e poliatômicos a partir de um modelo hidrodinâmico estendido. Neste modelo, as equações 
hidrodinâmicas linearizadas da teoria termodinâmica irreversível são suplementadas com uma 
equação de relaxação para a pressão dinâmica do gás poliatômico. As moléculas do gás 
monoatômico são consideradas como esferas perfeitamente rígidas, elásticas e lisas, enquanto 
que as moléculas do gás poliatômico como esferas perfeitamente rígidas, elásticas e rugosas. 
Os resultados mostram que a equação de relaxação exerce grande influência nas misturas 
em que a massa da partícula monoatômica é menor que a massa da molécula poliatômica, 
quando a concentração do gas poliatômico é muito maior que a do gás monoatômico. Como 
uma aplicação são analisados os espectros da luz espalhada para m isturas de He  — CH±, 
X e  -  CHi  e Ne  — CD±.
iv
A B ST R A C T
The spectral distribution of light scattered by microscopic thermal fluctu­
ations about equilibrium is calculated for a binary mixture of monoatomic and poliatomic 
gases. The linearized hydrodynamic equations of irreversible thermodynamic theory of mix­
tures are supplemented with a relaxation equation for the dynamic pressure of the polyatomic 
gas. The molecules of the monoatomic gas are characterized by perfectly smooth, elastic and 
rigid spheres, while the molecules of the polyatomic gas by perfectly rough, elastic and rigid 
spheres. The results show that the relaxation equation has great influence for mixtures in 
which the mass of the monoatomic particle is lighter than the mass of the polyatomic molecule 
providing that the concentration of the polyatomic gas is greater than the monoatomic one. 
As an application the spectra of light scattered from mixtures of He — CH±, X e  — CH± and 
Ne  — CD± are analysed.
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Lord Rayleigh em 1871 foi quem, pela primeira vez, tratou quantitativamente 
do espalhamento de luz por gases [1], sendo um dos precursores de uma série de trabalhos 
científicos que abordam este fenômeno.
Quando a luz incide em um gás, por exemplo, o campo elétrico da luz induz 
uma oscilação nos elétrons das moléculas provocando flutuações microscópicas no sistema. 
Nesta interação há  uma troca de energia dos graus de liberdade translacional, rotacional e 
vibracional ou eletrônico das moléculas com os fótons. Desta forma, as moléculas atuam como 
fontes secundárias de luz, os fótons sofrem uma alteração na sua freqüência, e o espectro da luz 
espalhada passa a m ostrar uma freqüência de ressonância correspondente a essas transições.
A partir das características da luz espalhada, é possível obter informações 
a respeito da estrutura e dinâmica molecular do meio que está espalhando, uma vez que 
a mudança de freqüência e a intensidade da luz espalhada são determinadas pelo tamanho, 
forma e tipo de interações moleculares consideradas no sistema.
Este trabalho tem por objetivo calcular a distribuição espectral da luz es­
palhada por flutuações na densidade em tuna m istura de gases mono e poliatômicos. As 
características da luz espalhada são referidas apenas aos graus de liberdade translacional e 
rotacional, devido à faixa de tem peratura escolhida para a m istura que é em torno de 293 K.
A distribuição espectral da luz espalhada por flutuações térmicas espontâneas 
em uma m istura fluida binária foi calculada primeiramente por Mountain e Deutch [2] usando 
as equações hidrodinâmicas linearizadas da teoria termodinâmica irreversível de misturas [3]. 
Nesta teoria o estado macroscópico da m istura é caracterizado pelos seis campos escalares 
de densidade de massa, concentração, velocidade e tem peratura e as leis de Navier-Stokes, 
Fourier e Fick são usadas como equações constitutivas para o tensor de pressão, fluxo de 
calor e fluxo de difusão, respectivamente. Mais tarde, Cohen et al. [4] aperfeiçoaram a teoria 
hidrodinâmica do espalhamento de luz corrigindo um erro no trabalho original de Mountain 
e Deutch, que haviam desprezado alguns termos na expressão aproximada para o espectro.
Medidas no espectro de Rayleigh-Brillouin da luz espalhada em uma mistura 
binária de hélio e xenônio foram realizadas por Letamendia et al. [5] para diversas densidades, 
concentrações e vetores de onda. Para frações molares de hélio maiores do que um valor crítico, 
os dados experimentais são descritos com grande precisão pela teoria termodinâmica usual, e 
o espalhamento de luz mostra-se um bom método para se obter o coeficiente de termo-difusão, 
visto que a forma do espectro nas misturas de hélio-xenônio é muito sensível à presença e 
magnitude dos efeitos de termo-difusão. Por outro lado, quando a fração molar de hélio não 
é muito pequena, são observados desvios sistemáticos entre os resultados experimentais e as 
previsões da teoria termodinâmica usual.
A fim de descrever estes desvios sistemáticos de comportamento da teoria 
hidrodinâmica usual em várias misturas de hélio-xenônio, Johnson [6] utilizou as equações 
linearizadas da teoria hidrodinâmicas com duas tem peraturas para misturas de gases de mas­
sas diferentes derivadas por Goebel et al. [7]. Na teoria de duas temperaturas, as equações 
hidrodinâmicas linearizadas da teoria termodinâmica irreversível de misturas são suplemen­
tadas com uma equação de relaxação para diferença de tem peratura. Não foi observada uma 
boa relação quantitativa entre as experiências e as previsões teóricas, uma vez que os resul­
tados apresentados por Johnson aplicam-se para misturas de partículas Maxwellianas, para 
as quais os efeitos de termo-difusão são ausentes.
A influência dos efeitos de termo-difusão no espectro de espalhamento de 
Rayleigh-Brillouin para misturas binárias de gases monoatômicos fora do regime hidrodinâ-
Introdução ____________________________________________________________________  2
mico usual foi pesquisada recentemente [8], usando equações hidrodinâmicas de dois fluidos 
[9] para partículas esféricas rígidas, partículas Maxwellianas e para partículas que interagem 
de acordo com o potencial de Lennard-Jones [6-12].
No caso de fluidos moleculares, é bem conhecido dos experimentos de espa- 
lhamentos de luz [11] o fato de que as equações hidrodinâmicas convencionais não descrevem 
corretamente o espectro de luz espalhada. Modificações das equações hidrodinâmicas [13-16] 
tem sido usualmente consideradas para levar em conta os processos internos de relaxação 
que ocorrem num fluido molecular. Num recente trabalho, [17] a distribuição de luz espa­
lhada foi calculada para um gás poliatômico constituído de moléculas esféricas com ener­
gia rotacional utilizando uma teoria termodinâmica estendida, onde o estado macroscópico 
do gás é caracterizado pelos seis campos escalares de densidade, velocidade, temperatura e 
pressão dinâmica, que é a parte fora do equilíbrio do traço do tensor pressão. A derivação 
das equações hidrodinâmicas foi baseada nas equações de campo de um gás poliatômico de 
moléculas esféricas e rugosas [20].
Com o intuito de dar seqüência a todos estes trabalhos citados acima apre­
sentamos o presente estudo sobre o ” ESPALHAMENTO DE LUZ EM UMA MISTURA 
BINÁRIA DE GASES MONOATÔMICOS E POLIATÔMICOS ” .
No primeiro capítulo deste trabalho apresentamos a teoria básica de espa­
lhamento de luz, onde se considera um experimento idealizado constituído por um feixe de 
raio laser que, após passar por um polarizador, incide numa am ostra de gás e depois se 
espalha. Partindo das equações do eletromagnetismo, aplicadas a este experimento, com os 
conceitos de flutuação e função de correlação temporal, obtemos uma expressão para o fator 
de estrutura dinâmico da m istura em função da flutuação da constante dielétrica.
O objetivo do segundo capítulo é derivar equações macroscópicas de campo 
para uma m istura binária de gases monoatômicos e poliatômicos a partir da Teoria Cinética 
dos Gases. Considerando-se na m istura binária o gás monoatômico como sendo constituído 
por partículas esféricas perfeitamente elásticas, rígidas e lisas e o gás poliatômico por molécu­
las esféricas perfeitamente elásticas, rígidas e rugosas. Desenvolve-se a Teoria de 29 campos 
para caracterizar a mistura, e obtem-se as equações de campo linearizadas para esta teoria.
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Em seguida é feita a redução para uma teoria de 7 campos dados pela densidade de massa da 
mistura, concentração do componente monoatômico, velocidade da mistura, tem peratura da 
mistura e pressão dinâmica do componente poliatômico, obtendo-se os termos constitutivos.
No terceiro capítulo é feito o entrelaçamento das relações obtidas nos dois 
primeiros capítulos. Obtemos inicialmente uma expressão para a constante dielétrica em 
função da pressão, tem peratura e concentração do constituinte monoatômico que são as 
variáveis macroscópicas do sistema. Desenvolvemos a teoria termodinâmica das flutuações 
e obtemos os valores das funções de auto-correlação para um mesmo instante das variáveis 
macroscópicas citadas anteriormente. Aplicamos a hipótese de regressão de Onsager nas 
soluções das equações de campo linearizadas obtidas no espaço de Fourier-Laplace e obtemos 
a expressão final do fator de estrutura dinâmico.
Finalmente, no quarto capítulo aplicamos a teoria hidrodinâmica estendida 
de 7 campos, proposta neste trabalho, para as misturas binárias formadas por He — CH±, 
X e  — CH 4  e Ne — C D 4  comparando os resultados obtidos com os da teoria hidrodinâmica 
usual ( que utiliza apenas seis campos básicos ), uma vez que, ainda não existem dados 
experimentais para misturas de gases monoatômicos e poliatômicos para efetuarmos esta 
comparação.
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Capítulo 1
T E O R IA  B Á SIC A  D E E SPA L H A M E N T O  D E LUZ
Quando a luz incide na matéria, o campo elétrico da luz induz uma oscilação 
polarizada nos elétrons das moléculas provocando flutuações microscópicas no sistema. As 
moléculas então servem de fonte secundária de luz- e subseqüentemente irradiam (espalham) 
luz. A mudança de freqüência, a distribuição angular, a polarização e a intensidade no espa­
lhamento de luz são determinadas pelo tamanho, forma e interações moleculares no material 
espalhado. Assim, dadas as características da luz espalhada por um sistema é possível obter 
informações a respeito da estrutura e dinâmica molecular do meio que está espalhando, com 
o auxílio da teoria eletrodinâmica e da mecânica estatística.
1.1. Teoria E letrom agnética do Espalham ento de Luz:
P ara um meio não condutor, onde a densidade volumétrica de carga g e a 
densidade de corrente J são nulas, as equações de Maxwell, no sistema MKS, são dadas por 
[1]:
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V x E  =  _ a r
(1.1.1)
V x H  =  ®
(1.1.2)
cTIIQ> (1.1.3)
V ■ B  =  0; (1.1.4)
onde E é o campo elétrico, H  é o campo magnético, D é o deslocamento elétrico e B a indução 
magnética.
Os vetores D e H  estão relacionados a B, E, à polarização elétrica P  e à 
magnetização M  através de:
D =  £oE +  P , (1.1.5)
H  =  —  B - M ;  (1.1.6)
fJj o
nas quais eQ é a constante dielétrica do vácuo e / i 0 é a  permeabilidade magnética do vácuo.
Como o meio a ser estudado é uma m istura de gases ideais ele pode ser
tratado como sendo isotrópico e não magnético, então temos:
P  =  XeE, M  =  0; (1.1.7)
logo:
D  =  (e0 +  Xe)E =  eE; (1.1.8)
B =  fí0H , (1.1.9)
nestas equações Xe é a susceptibilidade elétrica e e a constante dielétrica do meio.
No experimento idealizado, como mostrado na fig. 1.1, o feixe de um laser 
passa através de um polarizador para definir a polarização da luz incidente que atravessa a
amostra do gás. Quando as moléculas desta am ostra são sujeitas a esse campo elétrico suas
cargas constituintes experimentam uma força e são conseqüentemente aceleradas emitindo 
radiação.
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Figura 1.1 - Esquem a do experim ento de espalham ento de luz.
Para melhor entender este fenômeno podemos dividir esta am ostra em muitas 
subregiões de igual volume. 0  campo elétrico espalhado total é a superposição dos campos 
elétricos irradiados por todas as cargas da amostra. Se a constante dielétrica ( que depende 
da posição e orientação das moléculas ) fosse idêntica em cada subregião, o campo elétrico es­
palhado de uma subregião para a outra seria idêntico em amplitude, mas sempre seria possível 
encontrar uma subregião irradiando um campo elétrico oposto por um fator de fase ( pois, 
depende da posição relativa da subregião ). Desse modo, os efeitos dos espalhamentos laterais 
seriam cancelados uns pelos outros restando apenas a luz irradiada diretamente para frente. 
Mas as moléculas estão em constante movimento de translação e rotação provocando, com 
isso, uma flutuação local na constante dielétrica acarretando uma diferenciação na amplitude 
da luz irradiada por cada subregião.
A constante dielétrica local de um gás não magnético, não condutor e não 
absorvente pode ser escrita como:
€ =  € “t” Se'j (1.1.10)
onde e é o valor da constante dielétrica na ausência de campos externos e Se é a flutuação da 
constante dielétrica.
Como resultado final a luz é irradiada com várias amplitudes em todas as 
direções. Vamos estudar apenas a parcela de luz irradiada na direção do ângulo de espalha­
mento 0 definido na figura 1.1. A luz passa através de um outro polarizador e finalmente 
incide no detector.
Se os campos incidentes são dados por E 1, D 1, B 1, H 1 e os campos espalhados
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por E s , D s , B s , H s , os campos totais são dados por:
E =  E 1 +  E s , ( í . i . i i )
D  =  D I +  D S, (1.1.12)
B =  B 1 +  B s , (1.1.13)
H  =  H 1 +  H s . (1.1.14)
Em geral o campo espalhado possui uma amplitude menor que a do campo incidente.
Substituindo (1.1.10) e (1.1.11) em (1.1.8) e (1.1.14) em (1.1.9) obtemos:
D =  ê (E 1 +  E s ) +  Se E 1, (1.1.15)
B = ^ o ( H I + H s ). (1.1.16)
Na equação (1.1.15) desconsideramos o termo Se E s por ser de segunda ordem, uma vez que 
o campo E s tem origem na flutuação Se.
Comparando as equações (1.1.12) e (1.1.13) com as equações (1.1.15) e 
(1.1.16) obtemos as seguintes relações:
D 1 =  e E 1, (1.1.17)
D s =  ê E s +  Se E 1, (1.1.18)
B 1 =  poH 1, (1.1.19)
b s =  p o i í s . (1.1.20)
Desde que os campos totais e os campos incidentes satisfaçam 
de Maxwell, os campos espalhados também obedecem estas equações.
as equações
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V * E S = - ®  •
(1.1.21)
v * H S = a a  ■
(1.1.22)




Substituindo o valor de (1.1.18) e (1.1.20) em (1.1.21) obtemos:
<9HS
+  V x D s =  V x (áeE1). (1.1.25)
Aplicando o rotacional sobre (1.1.25) e utilizando a relação (1.1.22):
<92D s
P o +  V x (V x D s ) =  V x (V x (áeE1)). (1.1.26)
Utilizando a identidade V x (V x A) =  V(V • A) — V 2A, a equação (1.1.24)
e lembrando que c =  1 / y/põe, onde c é a velocidade da luz no vácuo, obtemos a seguinte
equação de onda não homogênea:
1 í)2t-)S
- # - Q p -  ~  V2]C)S =  V x (V x (áeE1)). (1.1.27)
Fazendo uso do Vetor de Hertz II , definido como D s =  V x V x II, obtemos 
uma equação de onda com um termo de fonte simples — (áe)(EI ):
1 /U ri
V 2n - ^ - ^  =  -(á e )(E I). (1.1.28)
A solução formal da equação (1.1.28) é:
onde R  e r  são definidos na figura 1.2. O campo total irradiado no detector é a superposição 
do campo irradiado por todos os volumes infinitesimais dr. O detector está na posição R  em 
relação ao centro da amostra e t' é o tempo de retardamento:
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O tempo de duração de uma flutuação é pequeno, de tal forma que podemos substituir t ' por 
t e escrever áe(r, t ' )  =  Se(r,t). Mas para o campo elétrico isto não é possível, pois o período 
da luz visível é da ordem de:
T = l  =  ^ L  =  2 x l  o- » . ,
c 3 x 108
que é pequeno em comparação com (t ' — t ), pois se | R  — r |~  1 m temos que t — t ' «  IO-8 s.
Figura 1.2 - G eom etria do espalham ento.
Da equação (1.1.29) obtemos a componente % do vetor D s :
D i (R, í) — jk&kim J  áe(r, í) d 2
dRjdRi R - r
dr. (1.1.31)
V7i
Se o detector estiver a uma distância grande em relação ao volume que sofre 
espalhamento (aproximadamente 1 m), então R  > >  r, desprezando-se os termos de ordem 
1 / R 2  e considerando que
. „  . _ R - r
| R - r  |~  R ----- — ,
temos :
O campo elétrico é relacionado com o deslocamento elétrico através da ex­
pressão D f ( R ,  t) =  e0 E f ( R , t ) ,  considerando que o detector se encontra fora da amostra
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temos:
E‘ ^  = 4 X ^
Neste experimento a luz incidente é uma onda plana eletromagnética dada
por:
Ê I(r, t ) =  r^Êo exp * [k1 • r  — wI t]; (1.1.34)
onde Ê I(r, t) é o campo elétrico complexo no ponto dado pelo vetor r, no instante t, n 1 é o 
vetor unitário na direção do campo elétrico incidente, Eo é a amplitude complexa do campo, 
k1 =  ^ T ^ k 1 é o vetor de onda ou vetor de propagação, w 1  é a freqüência angular e k1 é o 
versor especificando a direção de propagação da onda incidente.
Substituindo a equação (1.1.34) em (1.1.33) obtemos:
# < * •* >  =  (1.1.35)
A equação (1.1.35) pode ser expressa em termos de transformada de Fourier 
da flutuação da constante dielétrica Se(r,t):
áe(q,í) =  /  áe(r,í)e iq rdr. (1.1.36)
Jv
Introduzindo (1.1.36) em (1.1.35) temos:
Ê f ( R , t ) = í 1-1-37)
onde q é o vetor de espalhamento dado pela diferença entre os vetores de onda incidente k1 
e espalhado k s representado por:
q  =  k 1 -  k s
e definido pela geometria da figura 1.3. 0  vetor de onda k 1 é espalhado em todas as direções 
mas somente a luz espalhada na direção do vetor k s chega ao detector.
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= k 1 -  k s
Figura 1.3 - D efin ição  do v e to r  q.
Através da figura 1.3 observamos que:
q2 =  (k I ) 2  +  (k s ) 2  — 2kIk s  cosQ. (1.1.38)
Desde que, neste processo, a onda espalhada tenha essencialmente o mesmo 
comprimento de onda da onda incidente X1  & \ s :
I kI 1= í f r  kS I- (u -39>
onde AJ e Xs  são os comprimentos de onda no vácuo da luz incidente e espalhada respectiva­
mente, temos:
q2  = 2(kI )2(l  — cos0), (1.1.40)
mas (1 — cos9) = 2sen2- ,  então encontramos que o módulo do vetor de espalhamento é dado
por:
ü
q = 2kTsen - .  (1.1.41)
Essa é a condição de Bragg que fornece o módulo do vetor de espalhamento
q para um dado ângulo de espalhamento d. O valor de q é mínimo (nulo) paxa 6  =  0o, e, para
47T
0  = 180° atinge o máximo q =  —f.
Da equação (1.1.37) obtemos o valor de Ê S(R , t) ao multiplicar escalarmente 
esta operação por n s , tal que n s • R  =  0.
Ê S(R ,Í) =  n s • Ê S(R, í) =  Á- — ã —^ - (n 1 • n s )ei(̂ kIR~wIt)Se{q,t), (1.1.42)
47reoĈ  R
1.2. F lutuações e Funções de Correlação Tem poral:
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Vamos denominar por A  uma propriedade do sistema. Em função dos movi­
mentos moleculares que ocorrem no fluido e que alteram a posição e momento de todas as 
partículas do sistema, essa propriedade A  flutua no tempo. A média sobre um conjunto de 
valores de A(t) tomados num intervalo de tempo T  é dada por:
< A > = 1 j '  A(t)dt; (1.2.1)
onde t 0  é o tempo inicial e T  é o tempo sobre o qual a média é tomada.
A média torna-se significativa apenas quando o intervalo de tempo T  é grande 
quando comparado com o período da flutuação . Se essa média independe do instante inicial 
to — 0, então A(t)  pode ser chamada de propriedade estacionária e sua média expressa por:
< A > = ^ [  A(t)dt.  (1.2.2)
T J o
Estamos interessados apenas em quantidades flutuantes nas quais o seu valor 
médio já  foi subtraido, ou seja:
a(t) = A( t)— < A  > . (1.2.3)
Devido à flutuação, a propriedade A  assume valores diferentes nos instantes 
t e t +  r. Chama-se função de auto-correlação a medida da similariedade ou correlação entre 
a(t) e a(t +  r )  que é definida como:
1 Í T< a(0)a(r) > =  — I a(t) a(t +  r )  dt. (1.2.4)
J o
Quando r  =  0, a(t) e a{t +  r )  são idênticos e a correlação é máxima. A medida que r  aumenta
a correlação diminui até perder-se completamente quando r  torna-se grande comparado com
o período da flutuação dessa propriedade.
Através da função correlação temporal podemos conhecer a densidade espec­
tral Ia{w) de tuna propriedade, definida por:
i r°°
I a{w) =  —  /  < a*(0)a(f) > e~lwtdt; (1.2.5)
J —oo
onde a* é o complexo conjugado de a.
A inversão de Fourier da equação (1.2.5) leva a expressão para a função de 
correlação temporal em termos de densidade espectral.
Cap. 1 - Teoria Básica de Espalhamento de Luz _________________________________  14
/ OO
I a(w)etwtdw. (1.2 .6)
-OO
Assim < a*(0)a(t) > e I a(w) são pares da transformadas de Fourier e a 
determinação de uma delas é argumento suficiente para a determinação da outra.
Analogamente, a correlação entre duas propriedades diferentes A  e B  são 
dadas pelas funções de correlação :
< a(z)b(0) > =  ^  í  a(t + z) b(t) dT. (1.2.7)
T  J o
rp
< b(z)a(0) > = ~  Í b(t + z) a(t) dT. (1.2.8)
J o
onde b(t) = B ( t )— < B  >.
1.3. D ensidade E spectral da Luz Espalhada:
A função de auto-correlação, entre os instantes 0 e t, do campo elétrico da
luz espalhada é representada por < E s (R , 0 ) E S (R , t )  >. Então a densidade espectral da luz
espalhada, segundo a equação (1.2.5), é:
1 7°° 5
I ( q , w s ,R) = —  < £ s (R ,0 )E s (R ,í)  >  e~lw tdt, (1.3.1)
2tT 7 - oo
mas:
E s ( R, t) = R e { Ê s ( R, t)}, (1.3.2)
Da equação (1.1.42):
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então:
< E b(R ,0 )E b (R ,t)  >= -
1 I Ê q
(nI ' nS)2 < 0  > cos(wIt).
(1.3.4)
2 (47re0 R )‘
I{q ,w s ,R ) =
Substituindo na equação (1.3.1) obtemos:
1 Ê q I2 f w 1'  4
(4ire0R )2
/  i \  i r°°
í — j (n1 - ^ ) 2—  / < áe*(q,0)áe(q,t) > cos{wI t)e~ lw tdt.
(1.3.5)
Para determinar a densidade espectral da luz espalhada, dada pela equação 
(1.3.5), basta determinar o fator de estrutura dinâmico S(q ,w)  definido como [4]:
1 f ° °
S (q ,w )  =  —  /  < áe*(q, 0)áe(q, í) > e lwtdt. (1.3.6)
J —oo
onde w = w s  — w 1 representa a mudança de freqüência da luz espalhada. Uma vez que 
a função de auto-correlação é uma função par no tempo, e também real, podemos escrever 
S(q, w) da seguinte forma:




/  < áe*(q,0)áe(q,í) > e~iwtdt .
J  O-
A flutuação da constante dielétrica 5e(q,t) é m ostrada na equação (1.1.36), 
e para o instante t = 0 vale:
áe(q, 0) =  í  áe(r,0)e(iqr)dr.
J v
(1.3.8)
Por outro lado, a aplicação da transformada de Laplace sobre a flutuação 
dielétrica resulta em:
(»OO
S e ( q , s = i w ) =  í  dt í  áe(r,í)e^*q'r st^di 
J  o J v
Da equação (1.3.9) obtemos:
/»OO
< Se*(q, 0 ) á e ( q ,  s = iw) > =  /  <  á e * ( q , 0 ) á e ( q , í )
J o
> e s dt L=iw .
(1.3.9)
(1.3.10)
Substituindo (1.3.10) em (1.3.7) chegamos a forma do fator de estrutura di­
nâmico tal como será utilizado no capítulo 3.
5(q, w) = —Re 
7r
< áe*(q,0)áe(q,s — iw) > (1.3.11)
C apítulo 2
D ER IV A Ç Ã O  D A S E Q U A Ç Õ ES H ID R O D IN Â M IC A S  
A PA R TIR  D A  T E O R IA  C IN É T IC A  D O S G ASES
0  objetivo deste capítulo é derivar equações macroscópicas de campo para 
iima mistura binária de gases monoatômicos e poliatômicos a partir da teoria cinética dos 
gases, que serão usadas para calcular o fator de estrutura dinâmico.
Inicialmente iremos caracterizar uma m istura de gases monoatômicos e po­
liatômicos por 29 campos escalares de densidade, velocidade, pressão e fluxos de calor transla- 
cional e rotacional. Em seguida a teoria de 29 campos será reduzida para uma teoria de 7 
campos escalares de densidade, concentração, velocidade, tem peratura e pressão dinâmica do 
componente poliatômico, sendo os 22 campos restantes utilizados para a dedução dos termos 
constitutivos da teoria de 7 campos.
2.1. D inâm ica da Colisão Binária:
Neste trabalho consideramos que o gás monoatômico é constituído por par-
tículas perfeitamente esféricas, lisas, rígidas e elásticas e o gás poliatômico por moléculas 
perfeitamente esféricas, rugosas, rígidas e elásticas.
Denominamos sempre as quantidades referentes ao gás monoatômico pelo 
índice a  enquanto as quantidades referentes ao gás poliatômico serão identificados pelo índice 
(3. Quantidades sem índice, salvo especificação, referem-se à mistura.
Desta forma designamos a massa e o diâmetro da partícula monoatômica 
respectivamente por m a e aa , enquanto a massa, o momento de inércia e o diâmetro da 
partícula poliatômica são designados por mp, Ip e ap.
A distância entre os centros das moléculas mono e poliatômicas muna colisão
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e:
&OtP -- (̂<Íq; (2.1.1)
A massa reduzida é definida através de:
_  r n Qm p
m a p  — . (2.1.2)
m Q +  mp
Numa m istura binária de um gás monoatômico com um gás poliatômico 
podem existir três tipos de colisão:
a) colisão de duas partículas monoatômicas;
b) colisão de duas moléculas poliatômicas;
c) colisão de uma partícula monoatômica com uma molécula poliatômica;
As velocidades lineares antes da colisão são indicadas por c“ ,c a l , c^ ,c^1 
e após a colisão por ca/, c“1', c131'. As velocidades angulares, exclusiva das moléculas
poliatômicas, pré-colisionais são indicadas por w^, w ^1 e após a colisão por w ^', w ^1'. De­
nominaremos por g a a , e g^a as velocidades lineares relativas:
g att =  c“1 -  c“ , g M  = c ? 1  -  c^, g^“ = cfi -  ca . (2.1.3)
C “ , é a velocidade peculiar definida como a diferença entre a velocidade 
da molécula e a velocidade do fluido como m ostrado nas equações abaixo.
As equações de transporte são obtidas através das equações de Boltzmann. 
Para a função distribuição do gás monoatômico na m istura em questão, na ausência de forças 
externas, podemos escrever a equação de Boltzmann como [19], [21]:
l í r  +  =  / ( f a' f al> ~  • k a a )dka a dcal
+  J { f a' -  f a - . (2.2.1)
Para gases poliatômicos, na ausência de forças externas, podemos escrever a equação de 
Boltzmann como [19]:
+  c f- T -  = j ■ k ^ ) d k ^ d c fildwfil
+ J  ~  r f ) a l ^ a • k ^ d k ^ d c “ . (2.2.2)
/ “ é a função distribuição do gás monoatômico tal que f a (x, c“ , t) dx dc" representa o número 
de partículas monoatômicas que no intervalo de tempo t encontram-se no elemento de volume 
entre x e x +  dx, com velocidades entre ca e ca +  dc°. é a função distribuição do gás 
poliatômico tal que P ( x ,  c^, w^, t) dx dc^dw^ representa o número de partículas poliatômicas 
que no tempo t encontram-se no elemento de volume entre x e x  +  dx, com velocidade linear 
entre e +  dc^ e velocidade rotacional entre e +  dw^. k aa representa o vetor 
unitário na direção da linha que une os centros das duas partículas, representa o vetor 
unitário na direção da linha que une os centros das duas moléculas e k a l 3  representa o vetor 
unitário na direção da linha que une os centros da partículas e da molécula.
Neste trabalho usaremos sempre as seguintes abreviaturas:
r  =  r ( x , c v ) ,  f  =  / ' ( x . c ' v , * ) ,
f al = / a (x ,c a l ,í) , =  / ^ ( x ^ S w V ) ,
e os asteriscos representam uma colisão de restituição.
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2.2. Equações de Transporte:
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A equação de transporte para o gás monoatômico é obtida quando multipli­
camos a equação de Boltzmann para gases monoatômicos (2.2.1) por uma função arbitrária 
^ "(x , ca ,í) e integramos em todos os valores de c“ . Esta equação de transporte para o gás 
monoatômico pode ser escrita em sua forma simplificada como:
dtya d
~ãT +  ã T i +  =  F°’ ( 2 ' 2 ' 3 )
onde:
i) ty01 é a densidade de uma quantidade aditiva arbitrária
q>a =  J  ipa f Qdca . (2.2.4)
ii) é a densidade de fluxo dessa quantidade
=  J  iPa C ? f adca . (2.2.5)
Ui) P a ê o termo de produção
p“=/[T+c-Hr<ic“
+  j -  i]>a ) f a l f adTaa +  J (^a/ -  il>° ) f ° fß d T aß. (2.2.6)
Na equação (2.2.6) introduzimos as abreviações
dT0“* =  a^(k“ a • g “ “ )ák“ “ (íc“ íica l , (2.2.7)
dTaß =  a2aß{kaß • g aß)dkaßdcadcßdwß. (2.2.8)
A equação de transporte para gases poliatômicos é obtida quando multipli­
camos a equação de Boltzmann para gases poliatômicos (2.2.2) por tpß(x ,cß,wß,t) e in­
tegramos em todos os valores de cß e w^. Esta equação pode ser escrita em sua forma 
simplificada como:
a~ w +h * ßv' + ^ - pß’ <2-2-9)
i) =  densidade de uma quantidade aditiva arbitrária
xjjP — /  xl>P dc33 . (2.2.10)
ii) =  densidade de fluxo dessa quantidade
= J  ^ c f f d c P d v f P .  (2 .2 .11)
iii) Pi3  = termo de produção




drp13 p dipP 
dt C' dxi f ^ d c ^ d w ^ +
j (</,£' _  + j ' -  ^ ) f a f fidTap. (2.2.12)
Na equação (2.2.12) dT^  é dado por:
— a | ( k ^  • P)dk^13dc^dw 13dc3 3 1 d w ^ 1 . (2.2.13)
2.3. A Teoria de 29 Cam pos:
Os campos básicos são grandezas que descrevem o estado macroscópico do 
gás através de grandezas microscópicas como a massa, o momento de inércia e as velocidades 
linear e angular das moléculas que compõem esse gás. A escolha dos campos depende basi­
camente das características do fluido. Uma m istura de gases mono e poliatômicos pode ser 
caracterizada por 29 campos escalares como segue:
D ensidade de m assa parcial:
pa = J  m a f adca , pp =  J  m p f^d c^d w ^;  (2.3.1)
Velocidade parcial:
v f  = —  í  m ac ? f adca ,
P a  J
Tensor pressão parcial:
pfj = J  m aC ? C “r i c ° ,
Fluxo de calor translacional parcial:
«“ =  /
Fluxo de calor rotacional parcial:
fc? =  /  (2.3.5)
Vamos considerar que ambos os constituintes da m istura estão a uma mesma 
temperatura T, que é definida por:
T = w : S maÇf r ^ '  ou
T = w ^ í ( mfCi +i^ y ic0i^- (2 -3-6)
Esta teoria comporta-se como uma teoria clássica onde vigora o princípio da equipartição de 
energia, k representa a constante de Boltzmann.
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J 1v ‘-' =  — / m 19c,i / r c!cr aw p'; (2.3.2)
4  =  J  m p C f  C? f ^dc^dw ^;  (2.3.3)
4? = j  (2.3.4)
As equações de balanço para os campos básicos (2.3.1) a (2.3.5) são obtidas 
quando substituímos nas equações de transporte (2.2.3) e (2.2.9) respectivamente e 
por:
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2.3.1. Equações de Balanço para a Teoria de 29 C am pos:
2.3.1.1. Balanço de densidade de m assa parcial: 'i'« =  m a , p =  mp.
2 .3 .1 .2. Balanço de velocidade parcial: =  m acf, =  m ^cf.
+  +  ^  = p ‘ f ’ (2-3'9) 
^ g f  + -§r.(pi>vt » j + r f j )  = p ?°; <2-3-10)
onde:
P f  =  J  m a( c f  -  c f ) f af d T afi, P f a = J  mp(cf  ' -  c ^ r f d T ^ .  (2.3.11)
2.3 .1 .3 . B alanço de tensor pressão parcial: \I/a =  $ p =  mpC^Cj
pfjk =  J  m aC?C?C2dca , pPjk =  J  m p C f c f c t d c t d w t ,  (2.3.14)
P«» =  J  m Q( C ? C f  -  C ? C ? ) f a f ^ d T 0101,
P =  J  m a( C ? C f  -  C f C ^ p d T ^ ,  (2.3.15)
pP* =  J  m p (C ? C f '  -  c f c f ) f af fid r afi,
p f /  = J  m p (C ? 'C f  - C f c f ) f pf fild T ^ .  (2.3.16)
2 .3.1.4. B alanço de fluxo de calor translacional parcial: ^ a =  |
*p  =  \ m p C \ C xf
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onde:
^ L  + ^ - ( a a + a av tt) + Va dV> I aaÔVf p * dpV  1 dP?j
dt ^  d x j {qij Çi 3 ’ Pijk Õxk +  qj dxj  pa dx j  2 p* dxj
= Q?a +  Q f  ~  ^ - P f  -  (2.3.17)
P a  2 p a
94 + y  ( 4 + «f -a ) + d / f i + -  &  ÿ -  -  ! 1̂  p -dt dxj  3 3 3 oxk 3 dxj  pp dxj  2 pp dxj
=  Q ?  +  Q i a -  ^ P f a -  J ^ P ? *; (2.3.18)pp 2 pp
onde:
«5 =  /  m « Ç ± C ? C f r d c ‘ ,
4 =  J  m ^ c f C ^ p d é d ^ ,  (2.3.19)
Q r  = J m J ^ S - c f - ^ c A r r ' d r “- ,
Q f  =  f m a ( 2 1 C f  -  ^ c A r f d r ^ ,  (2.3.20)
/ Qi 2 n  2
Cap. 2 - Derivação das Equações Hidrodinâmicas a partir da Teoria Cinética dos Gases 24
Q‘° =  /
Q f ß = I  m ß ( ^ - C ?  - ^ c f j f f ' d T ßß. (2.3.21)
onde:
2.3.1.5. Balanço de fluxo de calor rotacional parcial: ^  p =
i t + y y + ^  >+ b- y  ■ 3( ^ t  ~6% )i£ í
= f f f ^  + B f a - 3 Í — T - ^ ) p f a ; (2.3.22)
\ m /? §Pp)
h% =  J  I p ^ - C f c f f fidcfid wfi, (2.3.23)
t f f “ =  j  b i^ c f  -'A -cP jrfd .r^ ,
= J  l , » ( ^ f c ' f ' -  ^ c ; ' ) (2.3.24)
Na derivação das equações (2.3.17), (2.3.18) e (2.3.22) eliminamos a derivada 
temporal de uf e v f  através do uso de suas equações de balanço. Os termos ç“ ,
« 5 e hi3 são chamados de momentos da função distribuição enquanto , P f a, Pfj ° , P ^ f , 
Pfj01, P f f , Q f a , , Qi a , Q i P, H f a e são os termos de produção . Os momentos e os 
termos de produção são denominados termos constitutivos.
Os termos de produção P?^ e P f a são relacionados por:l
p a ß  +  p ß a  =  0j (2.3.25)
que expressa a conservação de momento linear da mistura.
Para  que o sistema formado pelas equações de balanço tenha solução é 
necessário determinar os termos constitutivos em função dos campos básicos. Para isso pre­
cisamos conhecer as funções distribuição f a e em função dos campos básicos como se 
segue:
« - • • ■ ' i - Ê G S f V í - â j « )
2 a  /  \  2
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x { 1 +  / m-a 'i P<iJ>
k T  J  2 p + ( w )  ^ + ( 2 -3 '2 6 )
As equações (2.3.26) e (2.3.27) representam a função distribuição de Grad para misturas de 
gases monoatômicos e m istura de gases poliatômicos, respectivamente. Através delas podemos 
expressar os momentos da função distribuição e as quantidades constitutivas em função dos 
campos básicos. Quando substituirmos esses valores nas equações de balanço estas passam 
a ser denominadas equações de campo. Cada solução do sistema formado pelas equações de 
campo é denominado de processo termodinâmico. Nas equações (2.3.26) e (2.3.27) foram 
introduzidas as velocidades peculiares £“ e f f , as velocidades de difusão u f  e u f , os deviantes
dos tensores parciais de pressão p<tJ> e e a pressão dinâmica ü^ .
A velocidade peculiar é definida como a diferença entre a velocidade da 
molécula de cada constituinte e a velocidade da mistura:
£ ? = c f -  Ui, £? =  c f - » i .  (2.3.28)
A velocidade de difusão Ui é definida como a diferença entre a velocidade
linear de cada constituinte e a velocidade da m istura :
« —u i = vi - u f  = v f  — v i .  (2.3.29)
Nas equações acima aparece a velocidade da m istura vp.
Vi = - ( p av ? + p p v f ) .  (2.3.30)
P
A densidade total do número de moléculas n é o número total de moléculas 
por unidade de volume:
n = n a + np .  (2.3.31)
A densidade de massa parcial pode ser expressa através da densidade do 
número de moléculas:
Pa =  m an a , pp =  rnpnp, (2.3.32)
P — pad-pp-  (2.3.33)
O fluxo de difusão «7; é o produto entre a densidade e a velocidade de difusão:
J f  =  pau f ,  J f  = p p u l  (2.3.34)
sendo que
J ?  +  j f  =  0. (2.3.35)
pa e pp representam a pressão no equilíbrio do gás monoatômico e po- 
liatômico respectivamente, dados por:
Pa =  Po~— T , pp =  p p — T ,  (2 .3 .36 )
TY~Lq 7TT/ ̂
observe que: p = p a +  pp = (n a +  np)kT  =  n k T  .
Os deviantes das pressões de cada componente podem ser representados por:
P<ij> = Pij ~  Paàiji P<ij> = P̂ ij ~  (PP +  n / 0 %  (2.3.37)
Enquanto a pressão dinâmica do componente poliatômico é dada por:
n *  =  \ p f r  -  PP- (2-3.38)
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2.3.2. Equações de C am po Linearizadas para a Teoria de 29 Cam pos:
Através da substituição do valor das funções distribuição (2.3.26) e (2.3.27) 
nos termos constitutivos pfj k , pfj k , gg, ç j ,  h ^ ,  P f a , P £ a , P ? f , P ? * , P f f , Q?a,
Q*0, Qf a , H f a e Hf** e posterior integração obtemos o valor dos termos constitutivos
em função dos campos básicos. Substituimos esses resultados nas equações de balanço e 
procedemos a linearização obtendo as equações mostradas a seguir.
Pela soma das equações de balanço de densidade de massa de cada consti­
tuinte (2.3.7) e (2.3.8) obtemos:
t  +  <2-3-39>
Através da substituição de ca no primeiro termo da equação (2.3.7) obtemos:
fír d T?
+ = <2-3-40)
onde ca é a concentração do componente monoatômico
P a (2.3.41)
Para o componente poliatômico a concentração é definida como:
=  j ,  (2.3.42)
k k
note que ca +  ca =  1, e que de (2.3.36) temos p =  pcQ T  +  p (l — ca)  T, portanto:
771 q, 771
p = ^  . (2.3.43)
camp +  (1 — ca)ma
A soma das equações (2.3.9) e (2.3.10) fornece:
^  +  =  ° ! ( 2 '3 -4 4 )
onde pij é o tensor pressão da m istura que numa teoria linearizada é dado por:
PU = pfj + Pij- (2.3.45)
Através da divisão das equações de momento linear parcial (2.3.9) e (2.3.10) 
pelas respectivas densidades parciais e posterior subtração dos resultados obtemos:
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, M  +  B ir< if +  í ê M a > _ £ í ( % s í
ot p  o x j  p  \  o x j
<íj> dTip 
dxi
8 a2 ootp ( 2 n k T \  2
3 m a + m p \  m ap )
Na equação acima utilizamos a definição de força generalizada de difusão:
Papß P -.01 <ii
_ p ß  1 5kT \ p a  P ß
(2.3.46)
n a p a \  d 
n p )  dxi P'
(2.3.47)
As equações abaixo são obtidas através das equações de balanço de tensor 
pressão parcial (2.3.12) e (2.3.13) após subtração do seu respectivo traço:
dt 5 dx j> dx j> dxij>
32 ra/ja2^ /27r k T \  2
15 (m a +  m p )2 \  m ap P a  *
pp_ (  5 m a 3 
_pa \ 2 mp 2
3 /  aa '
2  y daß/
m a rr iß
, 2miß
a ß
p<ij> -  p<ij> (2.3.48)
dpß<a>
dt + ■=4 a ^ + 2W |5 dx
du <i +  àv<i
j> dx i> dx j>
32 m a a za ß
15 (m a +  m ß ) 2  V tu
2 % kT \  2
—  ) Pß aß J
5 mp  3 N 
2 m a  2
13 Kß -|- 6
(Kß +  ! )2. P<ij> ~P<ij>
(2.3.49)
Se substituirmos ^ a = |  m a c“ 2 na equação de transporte (2.1.3) e 
ÿ  p =  |rripc132 + \ l p w 2p na equação de transporte (2.1.9) e somarmos os resultados obte­
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mos:
de dqi dvi
p ã i  + d f + p '} d r i - '
(2.3.50)
onde e é a energia interna específica da m istura e qi o fluxo de calor total da mistura. Numa 
teoria linear estes são dados através de:
<H =  ?“ +  ?? +  &? + + 3 ~ J i +  PaU? +  PPUTZ m a mp J J
£ -  \ coc— T  +  3(1 -  ca)— T.
2 m a mp
(2.3.51)
(2.3.52)
Através da soma do traço das equações (2.3.12) e (2.3.13) multiplicadas re­
spectivamente por § e 3 obtemos:
dlíp  l / d g ?  d h ? \ I k T d J ?  , 1 dvi
+  x(  ^  1 -  õ — -5T^ +  õ P f i j r -  =  - “ r llp .dt  3 \ d x {  dxi J  3 m p  dx{ 3 dxi
(2.3.53)
onde
_  8 / 2-kk T \  2 mp  2 \ /  ap_\ 2 pp_ / m ap \  2 /  m « \  2 4Kp 
3 \ m ap )  ( m a +  m p )2 a°‘l3pa \ a ap J  pa \2 m p  J  \  mp J (np +  l ) 2 .
(2.3.54)
As equações abaixo são obtidas através das equações de balanço de fluxo de 
calor translacional parcial (2.3.17) e (2.3.18).
+  5 a k d T  , k t dp<‘i>
dt 2  a m a dxi m a dxj
aQt/3
•57----- 7 — « I  I +  ^  )pau? +
õ ( m a +  m p ) 2 \ m a p  J [ m a  \  p p
( 27r k T \  2 f  m p
^
8 pa í  aa \  2  \ /rnp{ma +  m p)z
5 p p \ a ap J  y/ 2  m a
'30m ^ +  16mamp  +  13
5(ma +  mp)
Qi
a rOt 27 m P P
  ?pp 5(m a + mp)
(2.3.55)
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dqf k dT +
,dp<ij> +  5 _fc_r ô n  p
dt 2 m p d x i  mp dxj  2 mp dx
4 aap ( 2 i rkT \ 2 f  m a f  pa \  a
 T \ 2 \ ------ pP \ ------k T [ l  + — )pau i +3 (m a +  m pY  \  m ap J { m p  \
27 m
PP. 5(roa +  m p )
10 (  a p \  \ J m a{rna +  m p ) 3  np
\/2
foP — —  
mp (Kp +  l ) 2 1 pp
30 +  1 6 m a m p  +  13m
+  ̂ P o _ í  ̂ P _ \ y /m Km g ,  +  m p Y  17^  + 4 
5 p p \ a ap j  y/2 mp  («;,? + 1 ) 2 _
5(m a +  m p )  
9i (2.3.56)
Através da equação de fluxo de calor rotacional parcial (2.3.22) obtemos:
d h f  3 k d T  3 k dUp 8 a2aff ( 2 n k T \ 2
~rr— V ~Pp v. r  T  — — — — — ( 1 ppdt 2 mp dxi 2 mp dxi  3 m a +  mp \  m ap J
2 . I
x < _  | jíêX )  ( m «(m « + m p) ) 2 kp qp
+ P a  ^  (  &P
PP
« a p  J  \  2 7  (k/ j  +  l ) 2
2 / m a ( m a  +  m p )  \  2 2 +  2/í^ +  1
ÜQLp 2  m 2a ( n p  +  l ) 2
h f (2.3.57)
2.4. A Teoria de 7 C am pos:
A m istura de gases mono e poliatômicos pode ser perfeitamente caracterizada 
por uma teoria de apenas 7 campos, reduzidos dos 29 campos iniciais. São eles:
p - D ensidade de m assa da m istura  
ca - C oncentração do com ponente m onoatôm ico  
ví - Velocidade da m istura  
T  - Tem peratura da m istura
Ilyj - P ressão dinâm ica do com ponente poliatôm ico
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2.4.1. Equações de Balanço para a Teoria de 7 C am pos:
As equações de balanço para a teoria de 7 campos são obtidas através de 
uma escolha conveniente das equações de balanço da teoria de 29 campos. Escolhemos então 
as equações:
2 .4.1.1. Balanço de densidade de massa:
dp dvi , .
ã ? + ^ = ° -  p-3-39>
2.4.1.2 Balanço de densidade de concentração :
dt dx
2.4.1.3. Balanço de densidade de m om ento linear
dc d J?
+ 4 1-  =  °- (2-3-40)
P^  + %ÊÍ  = 0- (2-3.44)dt dxj
2.4 .1 .4 . Balanço de densidade de energia:
de dqi dvi
p ã i  +  ã r i + P i i ' ã r , - 0 ' ( X 50 )
2.4.1.5. Balanço de densidade de pressão dinâm ica:
+ - \  —  ^  + \ p P ^ r  = - L°rn0-  (2.3.53)dt  3 \  dxi d x i )  3 pp dx{ 3 dx{
2.4.2. D eterm inação dos Term os C onstitutivos:
Nas equações de balanço aparecem os termos J", p i j , e, qi, <?f, /if que são 
denominados termos constitutivos. Os termos constitutivos também devem ser expressos em 
função dos campos básicos e serão determinados a partir das equações de campo linearizadas 
para a teoria de 29 campos, item 2.3.2.
2.4.2.1. Tensor pressão da m istura:
O traço do tensor pressão é a soma da pressão em equilíbrio (pressão estática) 
com a pressão fora do equilíbrio (pressão dinâmica). A pressão dinâmica é uma conseqüência 
do processo de relaxação que ocorre no gás. A troca de energia interna entre as moléculas
não é instantânea durante a colisão, e neste curto intervalo de tempo ocorre a expansão
(ou contração) no sistema, provocando variações no volume do gás. Isto não ocorre no gás 
monoatômico (não há troca de energia interna entre as moléculas) e o traço do tensor pressão 
é a própria pressão do equilíbrio. Através das equações (2.3.37) e (2.3.45) chegamos a seguinte 
expressão para pij :
Pij — (P +  n  p)8 ij + P<ij> +  P<ij>■ (2.4.1)
As equações constitutivas dos deviantes dos tensores de pressão e
P<ij> s^° determinadas através de iteração Maxwelliana *: substitui-se no lado esquerdo 
das equações linearizadas (2.3.48) e (2.3.49) os valores em equilíbrio dos termos constitutivos:
P<ij> = P<ij> = Vi =  Vi = «? =  u? =  0,
e obtém-se no lado direito os valores referentes à primeira iteração dos mesmos termos:
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= - M  p<,j> + A 2/ <tl>, (2.4.2)
dv<i 
)
d x j >
3>
dvKi
= ~ A *p°< «> + A *p<ij>< (2-4-3)
onde:
2 / o _ 7 . n n \  è tpp / 5 m a  | 3 \ 3  f  aa \ 2 f m am \
A » /t « I 1 Vwi
otj3
_  32 mpa ap / 2 n k T \  
1 15 (m a +  m p ) 2  \  m ap ) pa \ 2 m p  2 / 2  \ a ap )  \ 2  m zQ
(2.4.4)
„ 32 mpalp  f  2 n k T A ^
M  =  TT7------ ;------ x jl -------- ) pá, (2.4.5)15 (m a +  m p y  \  m ap J
32 r n a a 2a p  f  2 n k T ^
A3 =  — 7------ , w I -------  Pf.h (2.4.6)ia + m p Y  \  m ap J15 (mc
* para maiores detalhes a respeito de iteração Maxwelliana vide referência [19].
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32 m aa% 0  ( 2 n k T \  2
4 =  Tk 1----- 7.----- v7 ( -------- ) pP15 [ma +  m p Y  \  m ap J
pa f  õ mp  3^ 1 y aa f  m 2am p ^ 2 13np +  6
X _ p p ^ 2 m a  + 2 )  A ^ a ap )  ^ 2 m 3af} )  (np +  l )2 (2.4.7) 
Resolvendo o sistema formado pelas equações (2.4.2) e (2.4.3) para e
P<ij> segue:
P<ij> ~  2Pa
dv<j
d X j y  ’





pa A 4  -  ppA 2
Ai A 4  — A2A3 ’
PpAi -  p aA 3
A 1 A 4  — A 2 A 3  
Obtemos assim, o tensor pressão da m istura pi j :







2.4.2.2. Fluxo de calor to ta l da m istura:
O fluxo de calor total da mistura, dado pela equação (2.3.51), pode ser escrito
como:
íi =  4“ +  í f  +  +  ( 5  —  -  4 ^ )  J f .  (2.4.13)
1 \ 2 m a mp J
As equações constitutivas para os fluxos de calor q“ , qf  e h f  também são 
determinadas através de iteração Maxwelliana substituindo-se no lado esquerdo das equações 
linearizadas (2.3.50), (2.3.51) e (2.3.52) os valores em equilíbrio dos termos constitutivos:
P°<ü> =  P<i>> = « ?  = « ?  =  fc? =  0,
obtém-se do lado direito os valores referentes à primeira iteração dos mesmos termos:
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B ^  + B *T ^ ~  -  kT B 2J?  = Czqf  -  C4Ç? +  C5/if, (2.4.15)
onde:
t-. 5 k
B 1 =  -zPa ,2 m a
B 2 = r- 0013
3 (m a +  mp)'-
Y H ï w V  jW j +  a A
\ m ap J  m a \  p p j
5 k 
B 3 = T.PP ,2 mp
tí 3 k
B 4 = -ZPp ,
2 mp
b 5 = -5 k
2 m p  ’
D _   ̂ ^
6 ~  2 m /
Ci =
4 / 2irkT \ 5
15 (m a +  mp)2 V m ap )
30 m 2a +  16mam^ +  13m | 
(m a + mp)
aa \  y /m p ( m a +  mp)3
5 pp y aap y/2 \m c
36 a2ap / 2 n k T \ 5 m £
2 — ”k"7 i 72 ( ) Pa li :5 (m a +  \  m a(9 /  m a +
m .^  36 aip ( 2 i r k T \ 5















4 ajfi f 2irkT\  2 
15 {ma + m p)2 \  m ap J  Pa
'30 +  16mam^ +  13m
(m Q + mp)
^ 2  pa f  ap \  y / m a ( m a + m p ) 3 17np + 4
5 pp \o,ap V2m p (np + l ) 2
a _  40 2 f 2 n k T \ ^  (  a p \ 2 1
p>\ ^ )  ~R .
Kp
c 6 =  h 2 * k T ) t  p ff- ? É =  ,
3 J 2 m)  (KP + !)
8 a l p  Í 2ivkTy  
3 m a + m p \  m ap )
Pa (  ap V  ( m a (m a + mp)  ^  2 2Kp + 2Kp +  1
_P p  \ ( ^ a P 2  m i (.Kp + i y
Resolvendo o sistema formado pelas equações (2.4.14), (2.4.15) ( 
*, çf e h? obtemos:
p  d T  p  dTL J3 p
KJ %aj 2 1/ ̂  2
-  M  J a1VJ-a U l 5
qP _  \T dT  _  T dIÍP _  M T j a
Qi ~  xp dxi  dXl J ' ’
u P  -  \ R d T  t ^ P  M R J a -
ki ~  X* dxi dxi Mp Ji ’
T C s i B ^ e  -  B 4C2) -  C7{B3C2 +  B iC t )  
— —a C2C3C7 +  C\C5C6 -  C1C4C7 
C2{B6C5 -  B 5C7)
C2C3C7 +  C \C 5C6 -  CXC4C7 ’
M T = , r  g 2Ç>7(C2 - C 4 ) + B 2C5C6
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_  C3{B3C7 -  B4C5) + B 1C3C7
Ai = C2C3C7 + C \C 5C6 -  C.CUCj
(2.4.36)
$  = T
C1{B6C5 -  B5C7)
C2C3C7 + C1C5C6 -  C ^ C ,
(2.4.37)
M j  =  k T
B2C7(Ci -  C3)
C2 C 3 C7  + CXC 3 C ^ - C 3 C^C7
(2.4.38)
xR _  BA{C2C3 -  C1C4) -  C$(B3C\ +  B 3C3) 
p C2C3C7 +  C iC 5C6 -  C1C4C7
(2.4.39)
4  =  T
C ^ B sCa -  B 5Ce) -  B6C2C3 
C2C3C7 +  C1C5C6 -  C1C4C7 ’
(2.4.40)
dado por:
M l  = kT- B a C /C x - C s ) (2.4.41)
 * C2C3C7 + C iC 5Ce -  C3CAC7'
O fluxo de calor total da m istura Çj , de acordo com a equação (2.4.13) é
X5T di íp , 
Qi — —A — Ç ~  h
5 k T  k T \  p kT
—------- 4 ) +  OLT
2 m a mp J n m amp_
/ “ • (2.4.42)
dxi dxi
onde À é o coeficiente de condutividade térmica e ç um coeficiente que não tem denominação 
própria, são representados pelas somas mostradas a seguir:
A — A^ +  A J  +  Ap, (2.4.43)
Ç =  £  +  c j  +  4 . (2.4.44)
a r  é o fator de termo-difusão dado por:
a r  = - £ £ ^ Y - ( M Z + M j + M f ) .  (2.4.45)
2.4.2.3. F luxo de difusão:
Procedendo a iteração Maxwelliana da equação (2.3.46) obtemos:
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n k T d f  -  Pa a iI/
p dxi
_  8 aap ( 2 n k T \ 2 \ p  m ap ( q{ çf
—  —   j (  - - - - - - - - - - - -  )  P o t P p  U i  +  ■ ,  I  ,3 m a +  mp \  m Qp J \_pp 5k l  \ p Q pp J _
A partir das equações (2.4.30), (2.4.31) e (2.4.46) podemos escrever:
(2.4.46)
J f  =  - p V
dcg kp dp a r  _  , d T  ku dU^ 
dxi p dxi T  01 a dxi p dxi
(2.4.47)
onde V  é o coeficiente de difusão dado por:
_  3 1 (kT )2 /  m ap \  2 (m a +  mp) 
&aaâ P \ 2 n k T  J m amp
-1
(2.4.48)
Kp é o coeficiente de barodifusão:
n
Kp — (?TÍq 777̂ )Cq;(1 (2.4.49)
e/cn a razão de relaxação-difusão :
*n =  l5 UClgp J m *L ( k T f CgÇp -  (1 -Ca)Çg
n ( rC




FATOR D E  E S T R U T U R A  D IN Â M IC O
Quando uma perturbação externa é aplicada sobre um fluido, esta pertur­
bação é amortecida por um processo de relaxação no sistema. A relaxação é a passagem de 
um estado de equilíbrio, mantido por certos vínculos macroscópicos, para outro estado de 
equilíbrio ao serem suprimidos tais vínculos. As relaxações de certas propriedades do sistema 
são descritas, muitas vezes, por equações fenomenológicas simples chamadas leis de relaxação.
Como vimos, nos experimentos de espalhamento de luz o campo elétrico, 
induzindo oscilações nos elétrons das moléculas, provoca flutuações microscópicas na matéria. 
Estes experimentos envolvem, portanto, fenômenos de flutuação, e não de relaxação.
Em conexão com o desenvolvimento da Termodinâmica dos processos irre­
versíveis, Onsager (1931) formulou a seguinte hipótese que leva o seu nome: ” a regressão 
ao equilíbrio das flutuações microscópicas é governada pelas mesmas leis de relaxação dos 
processos macroscópicos fora do equilíbrio ” .
Estudando inicialmente flutuações microscópicas, obtemos uma expressão da 
flutuação da constante dielétrica em termos das variáveis macroscópicas do sistema. Em 
seguida desenvolvemos suscintamente a teoria termodinâmica das flutuações, obtendo os va­
lores das funções de auto-correlação para um mesmo instante da tem peratura reduzida, da
pressão e da concentração do componente monoatômico.
As soluções das equações de campo linearizadas obtidas no espaço de Fourier- 
Laplace, são as leis de relaxação macroscópicas que procuramos para a aplicação da hipótese 
de Onsager.
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3.1. F lu tu ação  d a  C o n s tan te  d ie lé trica :
Em nosso estudo consideramos que a m istura é um fluido contínuo, isto é, 
cada pequena região do fluido contém um número muito grande de átomos e moléculas da 
mistura. Conseqüentemente, qualquer flutuação envolve o movimento coletivo de um grande 
número de átomos e moléculas e pode ser descrita utilizando-se variáveis macroscópicas.
A constante dielétrica e(r, t) segundo a relação de Clausius-Mossoti [18] para 
uma mistura binária, é dada por:
mpCgOia “I- Cot)Qip
_  , P
e — 6 IcT (3.1.1)mpca +  m a (l -  ca)
onde a a e ap representam a polarizabilidade molecular * dos constituintes monoatômico e 
poliatômico respectivamente.
Considerando a constante dielétrica como função da pressão e tem peratura 
da mistura e da concentração do componente monoatômico, isto é, e =  e(p, T, ca ), a sua 
flutuação pode ser representada por:
( 3 i - 2 )
Reescrevendo a equação (3.1.2) de uma forma mais compacta temos:
(3.1.3)
A
* valores tabelados para a a e ap são encontrados no apêndice.
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onde 'í,J4 representa o conjunto de variáveis termodinâmicas que descrevem o sistema.
A flutuação da constante dielétrica é fundamental para o cálculo do fator de 
estrutura dinâmico. Como foi mostrado no primeiro capítulo o fator de estrutura dinâmico é 
dado por:
S^q, w ) =  —Re
7T
< áe(q, s = iw)5e*(q, 0) > 
Substituindo a equação (3.1.3) em (1.3.11) obtemos:
( S .
(1.3.11)
\ d ^ B ,
I Re <  á ^ / q , s  =  i u ; ) í $ g ( q , 0 )  > (3.1.4)
Portanto, para determinar o fator de estrutura dinâmico, devemos conhecer 
a função correlação da flutuação das variáveis termodinâmicas que descrevem o sistema.
3.2. .Teoria Term odinâm ica das Flutuações:
Neste item relacionaremos a flutuação da entropia com as variações da pres­
são, da concentração do componente monoatômico e da tem peratura reduzida e determinare­
mos também as funções de auto-correlação destas três últimas variáveis.
Consideremos, inicialmente, que a entropia específica do sistema seja uma 
função da concentração do componente monoatômico ca, da energia interna específica da
m istura e e do volume específico da m istura v — —, isto é, s =  s(ca ,e ,v ). P ara  pequenas
P
flutuações a entropia específica da m istura s pode ser expandida em série de Taylor, em torno 
do estado de equilíbrio s0, tal que a variação da entropia devida as flutuações As é dada por:
1
As =  s — So =  òs +
onde:
S  x á 2s +  . . .  , (3.2.1)
z
ís= ( ! )  & + ( S  <3-2-2»\  /  p,ca \  /  e ,cQ a / e , p
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Em equilíbrio a entropia específica s tende a um máximo, assim sendo deve­
mos ter Ss — 0. Desconsiderando-se os demais termos da série da equação (3.2.1), obtemos:
As =  y 2 s. (3.2.4)
Por outro lado, a equação de Gibbs para m isturas binárias é dada por:
T  ds = de +  p dv — p dca-, (3.2.5)
onde p = p a — pp é a diferença entre os potenciais químicos dos componentes monoatômico
e poliatômicos. Comparando as equações (3.2.2) e (3.2.5) podemos concluir que:
' d s \  _  £
d s \  _  p
^ ) s,ca = T '
(  d s \  = _ t
\ d c J e , P T '
Das equações anteriores obtemos:





* ( ? ) = , u j = ( ã ? ) & + u * r + <3-2-9>
f ( ? ) = = ( £ k ) u + ( Ê h + { i S k h '  ( 3 ' 2 i o )
Considerando as relações (3.2.9), (3.2.10) e (3.2.11), da equação (3.2.3)
^ = í ( ? ) f c + s { Ç j 5v+ s { - f  ) 5c°- <3-212)
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Consideremos agora que a energia interna, o volume, o potencial químico e 
a entropia sejam funções da concentração, pressão e temperatura, isto é:
£  = £(ca , p,T),  V — v(ca,p ,T) ,  p  — p(cQ S s(Cq, , p, T).
Assim sendo, segue-se que a equação (3.2.12) pode ser escrita como:
S2s — -  —  ST Se +  
Mas, temos que:
l=Sp -  Xf-ST 
T  T 2




Substituindo as equações (3.2.14), (3.2.15) e (3.2.16) em (3.2.13), resulta:
=  - 7 ^ 5 T  T 2
' è r l p - ^ S T  T0  F T 2
S p + ( - ¥ -  dp )  TyCa \ d c
( S L
í c « + ( è )  S T




i ^ S c J T  -  ±rSca I L W ê X M » )  "PtCOí (3.2.17)
como:
A equação de Gibbs em termos destas novas variáveis passa a ser escrita 
ds \  , / d s \  , /  ds
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Como as variáveis são independentes, a equação (3.2.18) pode ser desmem­
brada nas seguintes relações :
T ( È ) , . r ' ( k ) „ T t , ( è ) , . T - ' -
< ! ) , . .  •  ( I X ,  *  ' ( ! ) „ ;
< S L  -  *  ' ( S L




Das equações (3.2.19), (3.2.20) e (3 .2 .22) obtemos a seguinte relação:
(3.2.25)
d2s d2s
dpdca dca dp ’
d2s d2 s
dT  dca ~  dca d T  ’
d2 s d2s
dT  dp ~  d p d T  '
dv \  _  í ^ / j , \
^dca J p T  \ d P / T , c o
Das equações (3.2.19), (3 .2 .21) e (3.2.23) temos:
( ê L - - ® L - ' ( ê L
E as equações (3.2.20), (3.2.21) e (3.2.24) conduzem a:
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Substituindo-se as expressões (3.2.25), (3.2.26) e (3.2.27) na equação (3.2.17), 
e simplificando os resultados, temos que:
s 2 ° = H £ ) j T S p - M ^ L (<r)2 -  H I L (íp)2
P f  Õ v \  /crri\ 2  1  f  \  (£„ \2
P \ T )  (3.2.28)
\  /  p,ca \  a  /  PjI
Mas, lembrando as definições de calor específico a presssão constante cp e do 
coeficiente de expansão térmica (3t  dadas por:
• L S L - m , , -  © l l s l
0 T  =  l ( ã f )  =  - p ( d r )  (3'2'30)
Substituindo-se (3.2.29) e (3.2.30) na equação (3.2.28) obtemos:
^  =  f ^ r S T S p -  f r s r r  -  K S P/ C" )2' ( 3 ' 2 ' 3 1 )
Adotando-se o conceito de tem peratura reduzida tal que:
V T  0 T
ST = 6<p + -----— 6 p ,  (3.2.32)
Cp
obtemos um conjunto de variáveis linear e estatisticamente independente.
Substituindo-se a equação (3.2.32) na equação (3.2.31), após algumas simpli­
ficações, obtemos:
Mas, da propriedade matemática:
{5p f .  (3.2.33)
d w \  ( d w \  f  d w \  ( d z \  .
d y j x ~  \ d y ) z + \ d z ) y \ dy J x
e das equações (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21) e (3.2.27), obtemos a relação abaixo:
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Substituindo-se a equação (3.2.35) na equação (3.2.33) obtemos:
(Sv)2. (3.2.36)á2s
( íp )2s,ca
Como v = l /p  a equação anterior pode ser escrita como:
^ = - ct ^ f  -  K f e ) P/ ° “ )2 -  M % ) j Sp?- <3-2-37)
Voltando à equação (3.2.4), obtemos para a flutuação da entropia específica:
As
2 T
_ £ £ ( í ^  _  ( A d
dc« ) P, (&«)2 -  4  I wS ,C a
(3.2.38)
Da Mecânica Estatística [26] sabemos que a probabilidade de uma flutuação
é dada por:
P  = C exp | 'AS'
k
(3.2.39)
onde C é uma constante a ser determinada e S é a entropia da m istura, dada por:
S =  spV.
Das relações (3.2.38) e (3.2.40) na equação (3.2.39) segue que:
v -, p f w + p ^ l  J ^ r  + z \ - t j
3 , CQ
(3.2.40)
P  = C  exp
2 k T { S p ?
(3.2.41)
Mas a probabilidade total é igual a 1 , logo:
/OO /»OO 1*00I I P  d(Sp) d(5ca) d(5p).
-oo J —oo J — oo 
Utilizando a propriedade da função Gama:
(3.2.42)
fJ o
Xne~ax dx = - r
l ^ f n +  1 \  ( 1
2 V 2
Obtemos o valor da constante C :
a (3.2.43)
\2p7rkT j
’ c p  í  dp \  _  ( d £
T \ d c a ) P , T 3 ? Cql -
(3.2.44)
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dp  \ (  d P
T  \ d c a ) pT P \ d p
exp<
1
P f ( h ) 2
» K S . , .
(3.2.45)
Como as flutuações da tem peratura reduzida, da pressão e da concentração 
são estatisticamente independentes, temos que:
<
< 6(p5p >=< 5<p8ca >=< 5pSca >=  0.
O valor médio de uma variável é dado por:
/ OO 1*0 O 1 * 0 0
/ /  ( ^ Q)2p d ( ^ a ) d ( ^ 6) d ( ^ 7).
-00  J —00 J  —  00
Efetuando os cálculos, obtemos:
< {SípY  > =  -
1 k T ‘






3.3. Equações de C am po Linearizadas:
Estamos interessados em uma teoria linearizada onde, de acordo com o item 
2.4 deste trabalho, temos as variáveis macroscópicas T , c a ,p,Vi  e ü ^ . Estas variáveis são 
dadas pela soma de uma parte constante, representada pelo índice zero, e de uma flutuação 
( macroscópica ) representada por irmã barra. Nas variáveis V{ e II^ as constantes são des­
prezadas. Trabalharemos então com as seguintes condições para obter as equações de campo 
linearizadas:
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T  — To + T , (3.3.1)
Ca Ca "I- Ca, (3.3.2)
P = Po+P, (3.3.3)
Vi = Vi, (3.3.4)
II/? =  S/j. (3.3.5)
Substituindo os valores encontrados para os termos constitutivos nas equa­
ções de balanço para a teoria de 7 campos descritas no item 2.4.1, e aplicando as condições 
apresentadas acima pelas equações (3.3.1) a (3.3.5) obtemos as equações de campo linearizadas 
como mostramos em seguida.
Da equação de balanço de densidade de massa dada por:
considerando p = p(p,T ,ca ), podemos escrever:
& L  ( d p \  d ç a  ( d p \  d p + o foi_ =  0 (3 3 6)
\ d T )p,ca dt \ dc<*)T,pdt \ dP)T,ca di d x i
realizando as derivadas parciais de (2.3.43) e utilizando as condições (3.3.1) a (3.3.4), obtemos:
 ÇSs. -  — ?T- — Êm. (3 3 7)
To dt n \ m a m p )  dt p 0  dt  dx{
Da equação de balanço de densidade de concentração dada por:
% L +  i ^  =  °, (2.3.40)dt p oxi
substituindo o valor encontrado para o fluxo de difusão:
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d 2 ca  ̂ kp d 2p | g T c ° ( l - c ° )  d2T  | Kn d2%
dxidxi p 0  dxidxi  To dxidxi  p 0  dxidxi _
(3.3.8)
Na equação de balanço de densidade de momento linear:
d v i  t d p i j  _  0
^ dt ^  dxj  
substituimos o tensor pressão da mistura:
Pij =  (P +  n p)àij ~  2r?





dp dUp d 2 v{ 77 d /  dvj




Na equação de balanço de densidade de energia: 
de dqi dvi
p m  ãTi '
(2.3.50)
a energia interna específica da m istura e é função da tem peratura, pressão e concentração, ou 
seja, e =  e(p, T, ca), então podemos escrever:
d e \  d T  í d e \  dp (  de \  dca
^ ) p,c. Si + \ S p ) t ,c.  St  +  V 3 c J „ t  dt
dqi dvi
+  ã í 7 + P i ' , ã í 7 _  ’
substituindo os valores encontrados paxa o fluxo de calor total da mistura:
^  dxi Ç dx{
e para o tensor pressão da mistura:
^ l ± - 4 ± ) T + a T - e K -
2 m a m p )  n m amp
T9J i ?









dT  f  d e \  dp {  de




dt + dca P,T
dca
dt dxi dxi dxi
\ í $  k A k \ mI — 4 ] T  +  a?
Z m a mp J n m amp_ J?> + (p + Típ)Sij -  2rj
dv<j 
d x jy  _
dvi
dxi
=  0, (3.3.11)
efetuando as operações temos: 
P
d2T
' í  d e \  d T  í  de \  dp (  de \  dca
\ d T ) P ,ca d t  +  \ d P J T , c a d t  +  \ d c < * ) P , T  d t
- A  ç ^ -  +
dxidxi dxidxi
dJ?  dv
5 k , k \ m pkT
— 4-
2  m a mp )





+  P^ = ° ,  (3.3.12)
na equação anterior podem ser substituidos por seus valores extraidos das equações
dx{ dxi




.P 'y d T J  „'  /  p,
3 k
- 3A
2 m a mp
d T K l )  -T,C0 dp~di + ' de ' dCa. P , T




A - ^ = 0 , (3.3.13)dt dxidxi dxidxi  
no primeiro colchete temos a própria definição do calor específico à pressão constante, equação 
(3.2.29). Da expressão para a energia interna específica da mistura:
e = \ c a — T  + 3 ( 1 -  ca) — T,
2  m a  m p
obtemos as derivadas parciais:
Í L - " '
' de \  
,dca /  p T
3 Ar m „ k m T -  3  T,




estes resultados substituidos na equação (3.3.12) e utilizando as equações (3.3.1) a (3.3.5), 
após algumas simplificações chegamos a:
d T  p lkT 0  dca dp . d2T  d 2Hp
p o  Cp— —  « r ; -------------   — — A -— õ---- 1- Ç:n m amp dt dt dxidxi dxidxi
(3.3.16)
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Na equação de balanço da pressão dinâmica:
a n *  í / a g ?  d h f \  í p p d j ?  i  dvi
+ x(  ------—  1 - ^  —  —  + - P 0 ã -  = -UrILfi;dt 3 \ d x i  dxi J  3 pp dxi 3 dxi
(2.3.53)
a substituição das equações (2.4.31), (2.4.32) e (2.4.47) e a utilização das equações (3.3.1) a 
(3.3.6), após algumas simplificações, nos conduz a:
dllp po
dt ~ Y









+ \ po (i  -  o — =  - u rn p .3 mp dxi
(3.3.17)
Reescrevendo as equações de campo linearizadas (3.3.7), (3.3.8), (3.3.9), 
(3.3.16) e (3.3.17) em termos da tem peratura reduzida definida pela equação (3.2.32) temos:
Da equação (3.3.7):
1 dtp po í  1 1 \  dca
To dt n \ m a mp J  dt  ̂PoCpTo
1 \  dp  _  dvi 





Da equação (3.3.8): 
“ t  4 ( 1  -c%) ô 2<p | 3 2cg ! v  a 2p  , «n a 2n e ]
dxidxi dxidxi  dxidxi p Q dxidxi
(3.3.19)
onde:
Kt < ( i - oV  = ^ + a T -






1 dp rj d 2v
+
p0 d x i p0 d x
* f -  + ( D v - ±
i d x j  \  p o ,
3 po
d 2Vj 1 dU p
dxidxj  po dxi  ’
(3.3.21)
(3.3.22)
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Da equação (3.3.16), com a substituição do valor de (3.3.19):
d(p (  2 p0k o \ 'D \  d2(p , pokT0  V  d 2 ca
—  = [ D t  + oct ----------- ca ( l - c a )— I - — —
dt
(  D t
+ -------+ a T
\  PoCp
n m amp  
PokT0 V \  d 2p
+ octC p j d x i d x i  n m amp cp dx id x i
- V —
n m amp cp J  dx idxi
, PokTo k k V \  d2ILp
a O L T  :p)  dx idx i 'TIVTIqiTTIp o C
onde:
D t  -








Da equação (3.3.17), com a substituição do valor de (3.3.19):
a n í  ( n  ° íi 92S“ ■ ( D b" =  [ D b + poM V — ca(l -  ca) ' --------
d t d x i d  x,
+  /?oA7 D
d x i d x ,
d2IL
+
+r M v v ) -  k ( l  - c. .) “ •*!■ +  ( f l c  +  P, M V ™ )
)  dxidxi  3 mp dxi \  pQ J oxíúxí
onde:
D b =  õ (^ J  _  )’
D c =








3.4. Solução das E quações de C am po no E spaço de Fourier-Laplace:
As equações de campo linearizadas para flutuações macroscópicas (3.3.18), 
(3.3.19), (3.3.21), (3.3.23) e (3.3.26) formam um sistema de equações diferenciais com cinco 
incógnitas que está sujeito às seguintes condições iniciais: </?(r, 0), ca(r, 0), p(r, 0), v;(r, 0) e 
n ^ (r , 0). Como veremos neste item, a solução deste sistema torna-se mais fácil no espaço de 
Fourier-Laplace.
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Sabemos que a transformada de Fourier jF(q, t) da função F (x , t ) é dada por:
F ( q , f ) =  [  F (x , t) ei qxdx 
Jv
e que desta definição derivam-se as seguintes propriedades:
X dF^  éi^ d x  =  - i qiF ( q , t ) .y
(3.4.1)
(3.4.2)
X d2F { x , t ) eíq'xdx =  —q2 F(q, t) .tv  dx idx i
Aplicando-se a transformada de Fourier no sistema de equações temos:
(3.4.3)
onde:
Das equações (3.3.23) e (3.4.3):
^  = ~ ( d t  +  A B  —  \ q 2p - B — q2ca 
dt \  cp J  cp
(  D t  + B - v ) q * p -  ( D A + B - — ) q 2Üls-,
K PoCp Cp p  o
B =





Das equações (3.3.19) e (3.4.3): 
dCa
dt
= - V 2 - i Kn 2-1Aq <p +  q C a + V q  p H q Tip
P o
(3.4.7)
Das equações (3.3.18) e (3.4.2):
d p  Po í  1____ 1_\ dca_ _  / __ 1_____ l  \  d p  _
To dt n \ m a mp J dt \poCpT 0  Po)  dt 
onde v é definido como a velocidade longitudinal v = —iqiVi.
v ; (3.4.8)
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Substituindo na equação (3.4.8), os valores encontrados para as derivadas temporais da tem­




T  2  -  I r K p \  2 -  i P o C p T o P o  _  [ D a  2 t t  ( o  a n \= - T q  í p - Ç q  ca -  [ —  + Ç—  )q p +  7------  _ ^  v -  ( —-----Q----- )q 11 ;̂ (3.4.9)
onde:
T  =
P o C p  P o  )  P o  p o C p T o Po J





+ po{ma -  mp)
poCpTo Po 
P o  p o C - p T o
PoCpToPo
P o  P o C p T o
(3.4.10)
(3.4.11)
Das equações (3 .3 .21), (3.4.2) e (3.4.3):
düi 1 . _ n  2_ . 1  • f j—  = — iqip -  D v q Vi -\ iqilíp)
dt p0  Po
multiplicanda por (—iqi) chegamos a:
dv 1




Das equações (3.3.26) e (3.4.3):
^  =  -  ( d b + (1 -  O )  q2p  -  p ,M V q 2 c„
- ( — +  í > .V P p ) ?2p + b o ( l - 0 —  v - ( d c A- p . M V ^ q 2^  (3.4.14)
\PoCp J  3 mp \  Po J
As equações (3 .4 .4), (3.4.7), (3.4.9), (3.4.13) e (3.4.14) formam um sistema 
que pode ser representado em termos da transformada espacial de Fourier da seguinte forma:
=  - M ( q ) * ( q ,f ) .  (3.4.15)
onde a matriz M (q) é formada pelos coeficientes das variáveis <p, ca , p, v e II^ , equação
(3.4.16):
C





Cap. 3 - Fator de Estrutura Dinâmico 55
( \
Ca(q , t)
(̂q>*) = P( q,<)
ü(q ,t)
,  n /j(q , t)
Aplicando a transformada de Laplace na equação (3.4.15) obtemos:
(3.4.17)
/
[sI +  M (q )]tf(q ,s) =  tf(q ,0 ) (3.4.18)
onde I é a matriz identidade e a transformada de Laplace de ^ (q , t) é dada por:
/»OO
# ( q , s ) = /  # ( q  , t )e~stdt (3.4.19)
J o
e s é a variável da transformada de Laplace.
Resolvendo a equação (3.4.19) para ^ ( q ,  3), multiplicando este resultado por 
e tomando a média sobre o conjunto de valores de estados iniciais do sistema, pela 
hipótese de Regressão de Onsager temos:
< í $ a ( q , a ) í ^ ( q , 0 )  > =  [si +  M (q)]a * <  í $ 7(q ,0 ) í$ J ( q ,0) > (3.4.20)
Pela transformada de Fourier:
< á4í7(q ,0 )á íí^(q ,0) >= J  J  < á í '7(x ,0 )á í,^ (x ',0 ) > exp[iq • (x -  x ')]dxdx'; (3.4.21)
no limite para q tendendo a zero, temos:
lim < á\I/7(q ,0)á\&«(q,0) > =  V 2  < SÜyS&p > .q—>0
(3.4.22)
A média temporal do lado direito da equação (3.4.22) pode ser substituída 
pela média estatística sobre o conjunto utilizando a hipótese ergódica.
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Das equações (3.2.48), (3.2.49), (3.2.50) e (3.4.22) obtemos:
k T }
< Mq,o)á</?*(q,o) > =  v PoCp
< £c«(q,0)<Jc*(q,0) > =  V




< £p(q,0)áp*(q,0) > =  VpokTovl] (3.4.25)
onde v 0  é a velocidade adiabática do som:
m Pca +  m a( l  ~  cq) (3.4.26)
_ (3 /2 )mpc°a +  3ma (l -  c°)
Como mostrado no primeiro item deste capítulo, o fator de estrutura dinâ­
mica S(q,u)  é dado por:
de
« i - i - í ç ç Í ü s X b  , Re < 8 ^a(<í,s  =  m )á í 's (q ,0 )  > (3.1.4)
onde e é função da tem peratura reduzida <p, da concentração do componente monoatômico ca 
e da pressão p, ou seja, e =  e(<p, ca,p ) e portanto representa:
S(q,u)  = < 8 <p(q,s = iu)8<p*(q,0) >
+ ( I ) „ , A 9 W
+
- )dtp ) ̂ Pi Ca
( d e "
+  W , (P-)V,c<x '  Cot '  P,<P
< 5 p(q, s = iu)Scp*(q, 0) >  +  < 8 (p(q, s = iu ) 8 p*(q, 0) >
< 5 p(q,s  = iu>)Sc*(q,0) > +  < íc a (q ,s  =  iw)£p* (q,0) >
< 8 ip(q,s =  iu>)ác*(q,0) >  +  < íc a (q, s =  iu ) 8 q>*(q, 0) >
+  ( <  íc« (q ,s  =  ico)8 c*a (q ,0) >
\O ca J p ifi
+ (|p) < íp(q,S = ía,)íí,*(q’°) >}• (3.4.27)
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De (3.1.1) obtemos as derivadas parciais da constante dielétrica e: 
d e \  _  í  de \  _  n aoía +  npotp
d(p J P,Cc, \ d T Jp,ca T°
Ê L \  = ( Í L \  Po , _  )
,dcJ v , P \ d c a ) TtP n m amp  “ p)
f  d e \  _  f  d e \  1 /  _  n ag a + npap
\ d p )  9 , oa ~  \ d P J T , c a  +  P ° c p  \ d p ) p , c a P ° v o
Das equações (3.4.20) a (3.4.22) temos:
k T 2
< ív > (q .» )M q ,o ) > =  [si +  M (q) ] ;> v — ^
P o Cp
< 5ca (q, s) ScQ(q, 0) > =  [8I +  M (ci) ] - ^ V n m a m í‘ C} } 1
PO
< 5p(q,s)íp(q ,0) > =  [sI +  M(q)]í,J,1ypofcTo^,
< í V(q ,S)íc« (q ,0 ) > =  [d  +  M (q )]-1„ y nm“m<’Cj (1 ^
r  o
k T 2
< 5ca{q, s ) á<p(q, 0) > =  [si +  M ( q ) } ~ ^ V  — f - ,
P o C p
< ^ ( q ,  5) Sp(q, 0) > =  [si + -------------y nrnamPĉ 1-----
P o
< Sp(q,s)ó<p(q,0) > =  [si +  M(q)]~*Vp0kT0v2,
k T 2
< 5p(q,s)6ca (q,0) > =  [sI + M(q)];c\ V - f ,













< £ca(q ,s)£p(q,0) > =  [si + M(q)]c 'pVpokT 0 vl, (3.4.39)
C apítulo 4
A PLIC A Ç Õ ES E C O N C LU SÕ ES
Como vimos este trabalho tem por objetivo predizer o comportamento da luz 
de um laser que é espalhada após atravessar uma m istura binária de gases monoatômicos e 
poliatômicos. Os dois constituintes devem obedecer ao modelo de esfera rígida cujo potencial 
de interação é simples e bastante conhecido: não inclui nenhum tipo de força de atração entre 
as moléculas. Devido à simetria esférica, os centros de massa e gravidade das partículas 
são coincidentes. O gás monoatômico deve ser formado por partículas que se encaixem no 
modelo de esferas lisas e perfeitamente elásticas, possuindo dessa forma apenas o movimento 
translacional. O gás poliatômico deve ser constituido por moléculas esféricas perfeitamente 
elásticas e rugosas.
No modelo de esferas rugosas, durante a colisão as moléculas aderem umas 
às outras sem que haja deslizamentos, de tal modo que as velocidades relativas dos pontos 
que entram em contato, que em geral não é a mesma, é revertida pelo impacto. A energia de 
deformação é totalmente convertida em energia de translação e rotação.
Outro requisito a ser observado está ligado à razão entre os calores específicos
7  definida por:
onde cp é o calor específico a pressão constante, definido em (3.2.29) e cv é o calor específico a 
volume constante. 7  deve ser igual a 5/3 para o gás monoatômico e 4/3 para o gás poliatômico.
Estas condições são satisfeitas no caso do gás monoatômico pelos gases no­
bres: hélio (H e ), neônio (Ne), argônio (Ar), criptônio (Kr)  e xenônio (Xe). E no caso dos 
gases poliatômicos temos o metano (CH 4 ), o tetrafluoreto de carbono (CF 4 ) e o metano- 
deuterado (CD 4 ).
P ara maior facilidade na análise dos resultados introduzimos um parâmetro 
adimensional ligado ao tempo de relaxação interna da m istura, dado por:
Lür
y =  —  Vo q
onde wr é a  freqüência de relaxação da pressão dinâmica dada pela expressão (2.3.54), v0  é 
a velocidade adiabática do som dada por (3.4.26) e q é o módulo do vetor de espalhamento 
(1.1.41).
Este parâmetro dá uma ordem de grandeza da razão entre o comprimento de 
onda da luz incidente X1 e a  livre caminho médio l das partículas constituintes da mistura.
P ara  y «  1 o modelo hidrodinâmico não é adequado para descrever o 
espalhamento, uma vez que o livre caminho médio das partículas constituintes do gás é muito 
maior que o comprimento de onda da luz incidente o que significa que o meio não pode mais 
ser considerado como contínuo.
Quando y »  l o  espectro da luz espalhada pode ser determinado a partir das 
equações de campo da termodinâmica usual de misturas. Neste caso o espectro é constituído 
por três picos bem definidos (veja figura 4.1).
O pico central I r  está ligado a processos térmicos e é conhecido como pico de 
Rayleigh, contém efeitos combinados de flutuações da entropia à pressão constante e flutuações 
da concentração (difusão térmica, dissipação térmica). Os dois picos simétricos ao central e 
de menor intensidade I b  estão ligados a processos mecânicos e são conhecidos como picos de 
Brillouin. Relacionam-se com as flutuações de pressão à entropia constante e tem um espectro 
de freqüência associado com ondas de som ou fônons (ondas térmicas, ondas sonoras). Este 
par de linhas é alargado por processos dissipativos na m istura os quais levam à atenuação do
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som. A existência destas linhas é devida à propagação de ondas em direção oposta mas com 
a mesma velocidade.
Figura 4.1 - D is tr ib u iç ã o  e sp e c tra l d a  luz e sp a lh a d a .
A razão entre as intensidades integradas da linha central e do par Brillouin
é dada por:
A  =  - 1
2Ii 7
(4.3)
onde J0 e I \  são respectivamente as áreas sob as curvas I r  e I r -
Na m istura em questão, o tempo de evolução e decaimento das flutuações 
em torno do equilíbrio pode ser descrito pelas equações linearizadas da teoria termodinâmica 
dos processos irreversíveis, vistas no capítulo anterior.
Quando y ~  1 podem ocorrer desvios no comportamento hidrodinâmico e, 
neste caso, a teoria hidrodinâmica usual não mais proporciona uma boa descrição do espectro 
da luz espalhada. Desenvolvemos neste trabalho um modelo hidrodinâmico estendido para 
obtermos uma descrição mais precisa do espectro nesta região. Este modelo parte do pressu­
posto de que a freqüência de relaxação interna u>r é a única que decai lentamente, e portanto, 
é a única que influencia a distribuição espectral da luz espalhada. Antes de aplicarmos este 
modelo devemos analisar se, na m istura de gases escolhida, a freqüência de relaxação interna 
u>r é realmente bem menor que a freqüência de relaxação da velocidade relativa dos dois 
constituintes oju e que a freqüência de relaxação do tensor pressão cjc, dadas por:
LOu =
pkT
n m a m p V
P
0JC =  -  
0
(4.4)
Caso u u ou ojc possuam valores próximos a w r o modelo hidrodinâmico esten­
dido proposto neste trabalho torna-se inválido, e para descrever essa situação será necessário 
uma nova teoria que inclua outros campos. Tais campos seriam a velocidade de cada um dos 
componentes da mistura, ou equivalentemente, a velocidade da m istura e a velocidade relativa 
Vi = v? —vf ,  no caso de u n ~  ujr ou tensores de pressões parciais pfj e p^- no caso em que uic 
decaia lentamente a ponto de seus efeitos alterarem a distribuição espectral da luz espalhada.
As figuras 4.2 a 4.4 mostram um estudo comparativo de diversos valores das 
freqüências de relaxação u>r, u u e u c como função da fração molar do constituinte monoatômico
77>cx
(x =  — ) para as seguintes misturas binárias: He  — C H 4 , X e  — C H 4  e Ne  — C D 4 . A
n
escolha destas três misturas não é aleatória, baseia-se na diferença existente entre os pesos 
moleculares dos constituintes. No primeiro caso temos o C H 4  com peso molecular muito 
maior que o do N e, no segundo caso o constituinte monoatômico X e  é que tem maior peso 
molecular que o constituinte poliatômico CH 4  e no terceiro caso N e  e CD 4  possuem pesos 
moleculares equivalentes. Os dados característicos dos gases monoatômicos e poliatômicos 
estão no apêndice enquanto a tem peratura foi estabelecida como 293 K  e a pressão como 
1,013 bar.
A figura 4.2 m ostra a relação entre as freqüências de relaxação u r, uin e uic 
para a m istura dos gases He  e C H 4 . Nesta m istura razão entre as suas massas m a/m p  é de 
0.25. Observamos nesta figura que o modelo hidrodinâmico estendido proposto neste trabalho 
deve descrever muito bem o fenômeno de espalhamento de luz na região de baixa concentração 
de Ne, x n e —> 0 , onde a freqüência de relaxação u r possui valores muito menores que u u e u>c. 
Com o aumento da concentração de Ne os valores das freqüências u c e uju aproximam-se de 
u r, tornando-se também importantes. Notadamente u u atinge valores muito próximos de u r o 
que sugere que neste caso as velocidades dos componentes da m istura devem ser considerados 
como novos campos básicos em uma outra teoria. Comportamento semelhante é esperado 
para outras m isturas onde o componente poliatômico tenha peso molecular bem maior que o 
componente monoatômico.
No outro caso extremo, na m istura de X e  com C N 4, quando temos o com­
ponente monoatômico com peso molecular bem maior que o poliatômico, a razão m a/m p  é
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igual a 8.20. Como mostrado na figura 4.3 temos um comportamento bem diferente para as 
freqüências de relaxação. Na região de pequena concentração de X e  o modelo hidrodinâmico 
estendido proposto neste trabalho não tem nenhuma validade visto que a freqüência de re­
laxação devida a velocidade relativa dos dois constituintes u u é tão im portante quanto a 
freqüência de relaxação interna uir. A medida que a concentração de X e  aumenta o valor 
de uiu cresce rapi damente perdendo sua im portância na região de máxima concentração de 
Xe.  Porém os valores da freqüência de relaxação u c, altos na região de baixa concentração 
de Xe, decaem rapidamente a medida que a concentração de X e aumenta estabilizando-se em 
valores médios quando esta concentração chega em torno de 50 %. Esta á melhor região para 
aplicarmos o nosso modelo hidrodinâmico, porém, os resultados obtidos devem ser apenas 
razoáveis. Resultados melhores seriam obtidos por uma teoria que considere a velocidade de 
cada um dos componentes como campos básicos aplicada na região de baixa concentração 
de Xe ou por uma teoria que considere os tensores parciais de pressão como campos básicos 
aplicada na região de alta concentração de Xe.
A figura 4.4 m ostra a evolução das freqüências de relaxação em relação 
à concentração de Ne  em uma m istura de N e  com C D 4 , caso em que os pesos molecu­
lares dos componentes são bastante próximos, a razão m Q/m p  é de 1.01. Nota-se que a 
freqüência de relaxação da velocidade relativa lou tem o mesmo comportamento e valores 
próximos dos apresentados pela freqüência de relaxação interna uir o que indica que o mo­
delo hidrodinâmico estendido não trará  resultados satisfatórios para qualquer concentração 
do componente monoatômico. Mesmo um modelo mais completo, que considere também as 
velocidades dos componentes como campos básicos, aplicado na região de maior concentração 
do componente poliatômico não teria grande sucesso, pois, mesmo nesta região, a freqüência 
de relaxação do tensor pressão toc tem valores próximos a uiu , e portanto, também deveria ser 
considerada. Trata-se do caso mais difícil de ser representado, envolvendo o maior número de 
campos para sua melhor definição.
As figuras 4.5 a 4.9 mostram o espectro da luz espalhada para as misturas 
comentadas anteriormente, segundo as previsões da teoria hidrodinâmica estendida. Como 
não há dados experimentais para espectros de luz espalhada para m isturas binárias de gases
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monoatômicos e poliatômicos comparamos os resultados como os obtidos segundo a teoria 
hidrodinâmica usual. Chamamos de teoria hidrodinâmica usual a que utiliza apenas 6 cam­
pos básicos ( densidade, concentração, velocidade e tem peratura ) para descrever o estado 
macroscópico da mistura. Nesta teoria a pressão dinâmica do componente poliatômico é con­
siderada como sendo um termo constitutivo que pode ser obtido da equação (2 .3 .53) através 
de uma iteração Maxwelliana (comentada no segundo capítulo). Neste caso obtemos:
Típ = (4.5)
3 Lür 9xi
P ara podermos comparar os resultados das duas teorias os espectros são
U)
normalizados para áreas iguais utilizando-se a freqüência reduzida u* =  -----, porém, a nor-
Vo q
malização entre os gráficos é arbitrária.
As figuras 4.5 e 4.6 e 4.7 são para misturas de He  com CH±.
Na figura 4.5 são mostrados os espectros para a fração molar XHe =  0.1 e
parâmetro y = 1.0. Podemos observar que, a teoria hidrodinâmica estendida proposta neste 
trabalho, fornece picos de Brillouin mais altos e mais deslocados que a teoria hidrodinâmica 
usual.
Na figura 4.6 a fração molar XHe =  0.1, mas o parâmetro y = 0.5. Neste 
caso é bem mais marcante a diferença entre as duas teorias, a hidrodinâmica usual revela-se 
totalmente im própria pois os picos de Brillouin estão deslocados em direção ao centro a ponto 
de sobreporem-se ao pico de Rayleigh, enquanto que a hidrodinâmica estendida ainda mostra 
os três picos bem definidos. A conclusão tirada da análise conjunta das figuras 4.5 e 4.6 é
de que a teoria hidrodinâmica estendida prediz melhor o comportamento do espectro da luz 
espalhada nos dois casos, porém é mais eficiente para valores de y próximos de 1 .
Ainda para a m istura de He  com CH±, a figura 4.7 m ostra a comparação 
entre os espectros calculados a partir das teorias com 6 e 7 campos básicos para a fração 
molar x n e =  0-9 e parâmetro y =  1.0. Os resultados são praticamente idênticos e igualmente 
inválidos, como já  havia sido previsto na análise da figura 4.2, pois nesta região há necessidade 
de uma teoria mais completa, que inclua as pressões parciais e velocidade da m istura como 
campos básicos, para que o espectro fique bem definido. Das figuras 4.5, 4.6 e 4.7 podemos
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concluir que a teoria hidrodinâmica estendida apresenta resultados bem melhores que a teoria 
usual na região de pequena concetração do componente monoatômico quando a massa deste 
é bem menor que a do componente poliatômico. A medida que a concentração do compo­
nente monoatômico cresce os resultados da teoria hidrodinâmica estendida aproximam-se dos 
resultados da hidrodinâmica usual, que não fornece uma boa descrição do fenômeno nessa 
região.
A figura 4.8 m ostra que a diferença entre os resultados derivados da teoria 
estendida e usual é pequena para a mistura de X e  e C H 4  onde x xe  =  0.9 e y =  1.0. Como já  
foi discutido anteriormente, quando o peso molecular do componente monoatômico da mistura 
é bem maior que o do componente poliatômico, precisamos aumentar o número de campos 
básicos para descrever o estado macroscópico da mistura.
Na figura 4.9 m ostra os espectros de espalhamento para uma m istura de Ne  
com CD 4  onde x x e =0 . 1  e y  = 1.0. Observamos neste caso, onde o peso molecular do compo­
nente monoatômico é aproximadamente igual ao peso molecular do componente poliatômico, 
que a teoria hidrodinâmica estendida forma picos de Brillouin bem mais altos e mais deslo­
cados. Não podemos afirmar com base na figura 4.4 que os resultados derivados da teoria 
estendida descrevem melhor o espectro que aqueles derivados da teoria usual. Tal afirmação 
só poderia ser feita após comparação dos resultados teóricos com dados experimentais, mas 
infelizmente, tais dados não são encontrados na literatura.
Finalmente deste estudo podemos concluir que, obedecendo-se a restrição de 
y ~  1, a equação de relaxação da pressão dinâmica do constituinte poliatômico exerce uma 
grande influência nas misturas em que a concentração do gás poliatômico é maior que a do 
gás monoatômico, notadamente quando a massa do componente monoatômico é menor que a 
do componente poliatômico.
P ara uma melhor descrição do fenômeno de espalhamento de luz em uma 
mistura binária de gases monoatômicos e poliatômicos, em trabalhos futuros, sugerimos uma 
ampliação dos campos básicos ou ainda considerar as tem peraturas individualizadas para 
cada componente ao invés de considerar uma única tem peratura para a m istura como neste 
trabalho.
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Freqüências de relaxação em  relação à fração m olar 
do gás m onoatôm ico para m istura de He — CH±.
^  =  0.25
rr iß
Mistura He-CH
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Freqüências de relaxação em  relação à fração m olar 
do gás m onoatôm ico para m istura de X e  — C H 4 .
—  =  8.20
mp
Mistura Xe-CH.4
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Freqüências de relaxação em  relação à fração m olar 
do gás m onoatôm ico para m istura de N e  — CD±.
^  =  1.01
mp
Mistura Ne-CD ,̂4
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parâm etros x ^ e  =  0-1 e V = 1-0*
mp
A P Ê N D IC E
D A D O S C A R A C T E R ÍST IC O S
Neste trabalho, para obter os resultados apresentados, utilizamos tempera­
tura (T) de 293 K  e pressão (p) de 1.013 bar enquanto que os componentes monoatômicos 
(indicados pelo índice a) e poliatômicos (indicados pelo índice /3) da m istura são caracterizados 
pelos dados, baseados nas referências [20], [27] e [28], apresentados na tabela abaixo:
m  
massa 






(10- 4 0 C m 2 / V )
K p
momento de inércia 
adimensional
He 0.66 2.16 0.227 -
Ne 3.35 2.56 0.436 -
Ar 6.63 3.64 1.81 -
K r 13.92 4.15 2.741 -
X e 21.80 4.90 4.460 -
CHi 2.66 4.12 2.885 0.048
c d 4 3.33 4.08 2.802 0.075
c f 4 14.61 5.04 4.270 0.109
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